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ESTIMATION D’UNE ESPERANCE (1)

— Le processus générateur des données (DGP) est de la forme

suivante :

Yi = P+ &
pour:=1,...,N,avec u € R un parametre inconnu et
ei ~ N(0,1).

1d

— Ainsi, la variable aléatoire y; est normalement distribuée

d’espérance . et de variance 1.
— On cherche a estimer 1'espérance p.

— La forme du DGP suggere de régresser {y;}Y , sur une

constante.

2 mars 2008 Université Maine, GAINS & CEPREMAP Page 2



ESTIMATION D’UNE ESPERANCE (2)

— Le modeéle estimé est donc de la forme suivante :
Yi =a+ €

pour:=1,...,N.

— Par définition, on construit I’estimateur des MCO de a en
minimisant la somme des carrés des erreurs :

N
— argmin > (y; —a)?

ta} 33

N

— La CNO associée a ce programme est :

N
22(% — &N) =0
1=1
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ESTIMATION D’UNE ESPERANCE (3)

— De fagon équivalente nous avons :

N N
E Y; = E a,
i—1 i—1

En notant que sur le membre de droite nous sommons N
fois a,, (qui ne dépend pas de 7) il vient finalement :

N
ay=N"'Y yi=gn
i=1

— L'estimateur de la constante est simplement la moyenne
arithmétique des {y; }7Y ;.

— Nous devons maintenant établir le rapport entre a, et ...
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ESTIMATION D’UNE ESPERANCE (5)

— a, est un estimateur sans biais de pssi E |a, | = p.
L’estimateur a, est sans biais ssi en moyenne — pour

différents échantillons — il est égale a ..
— Par définition de 'estimateur nous avons :
N N
Efay] =E N7 ) yi| =N"' ) E[y
i=1 i=1
ou la deuxieme égalité vient de la linéarité de I’espérance.
— Or, d’aprés le DGP, nous savons que E [y;] = p pour tout <.

Nous avons donc E[a, ] = N~! x N x u = pu. L’estimateur

est sans biais.
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ESTIMATION D’UNE ESPERANCE (6)

— Quelle est la précision de cet estimateur ? Rien ne sert

d’avoir un estimateur sans biais s’il n’est pas précis...

— Calculons la variance de a, :

N N
leyz} _ Ny z}
1=1 1=1

— Or, d’apres le DGP, y; est indépendant de y; pour tout j # .

Via,] =V

Nous avons donc :

N

Vian] = N2> Vil =

1
N

car V]y;| = 1 pour tout i.
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ESTIMATION D’UNE ESPERANCE (7)

— a, estun estimateur d’autant plus précis de i que la taille
de I’échantillon est importante.

— On note que si IV tend vers 'infini alors la variance de a
tend vers 0 (la précision tend vers 1'infini). Ceci nous assure
que a, tend vers p en probabilité lorsque N tend vers
I'infini, c’est-a-dire que :

lim P(la, —p| >v)=0.

N —00

pour tout v > 0 arbitrairement petit.

— Au total, estimer 'espérance de la variable aléatoire y a
’aide d"une moyenne arithmétique semble étre une bonne

idée.
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (1)

— Soit le DGP suivant :
Y = a+bx; + ¢

avec a et b deux parametres réels, ¢; une variable aléatoire
identiquement et indépendamment distribuée vérifiant :

(i) Eleilx| =0, et

(ii) E|ef|x| = o pour tout <.

— Notons que les propriétés de la perturbation ¢; sont définies
conditionellement a la variable explicative x = (z1,...,znN).
On peut néanmoins en déduire des propriétés pour les
moments non conditionnels de ¢;. On utilise le théoreme des

espérances itérées.
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THEOREME DES ESPERANCES ITEREES (1)

— Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles. On note
fxy (z,y) la densité jointe associée au couple de v.a.r.

— On obtient la densité marginale de X en intégrant la densité
jointe par rapporta y :

fx(x):/RfX,Y(xay)dy

La densité marginale de Y en intégrant f, ;. par rapport a .

— On définit la variable aléatoire X = X|Y comme X
conditionellement a Y. Sa densité est donnée par :

_ Jxy(@y)
fx(x) o fy(y)
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THEOREME DES ESPERANCES ITEREES (2)

— Soit X une variable aléatoire continue dont la densité de
probabilité est spécifiée par f, (x). L'espérance de G(X), ot

G est une fonction continue, est donnée par :

E[G(X)] = / " G0 f(2)da

— Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. dont la densité de probabilité
est spécifiée par f, | (z,y). L'espérance de G(X,Y ), ou G est
une fonction continue, est donnée par :

BGCLY)] = [ N / " Ge )y (@ y)dady
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THEOREME DES ESPERANCES ITEREES (3)

— Notons V(X)) = E |Y|X] 'espérance conditionnelle de Y :

[ Sxy (oY)
‘”X)‘/_ooy @

ol le ratio de la densité jointe de (X,Y) et de la densité

marginale de X est la densité (conditionnelle) de Y sachant
X. L'espérance conditionnelle de Y est une fonction de X,
comme le suggere la notation, et donc une variable aléatoire.

THEOREME DES ESPERANCES ITEREES. L'espérance condi-
tionnelle ¥(X) = E [V| X] satisfait E [U(X )] = E [Y].
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THEOREME DES ESPERANCES ITEREES (4)

PREUVE DU THEOREME DES ESPERANCES ITEREES. Par
définition, nous avons :

E[W(X)] = /R () f (x)da

En substituant la définition de 1’espérance conditionnelle de Y,

il vient :

= [ [t ol f(@dady

ou de facon équivalente :

210001 = [ o[ uvobis)

/ yf, )y = E[Y]
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THEOREME DES ESPERANCES ITEREES (5)

— Ce théoréeme nous dit simplement que 'espérance de Y peut
s’écrire comme une «moyenne» de l'espérance de Y| X
pondérée par la densité de X.

— Ce résultat, utile dans de nombreuses situtations, permet
d’évaluer l'espérance d’une variable aléatoire Y, sans
explicitement connaitre la densité de Y. Il suffit de connaitre
la densité de Y| X et la densité marginale de X.

THEOREME DES ESPERANCES ITEREES (GENERALISA-
TION). L'espérance conditionnelle ¥(X) = E |Y|X] satisfait
E[¥(X)G(X)] = E|YG(X)] pour toute fonction G telle que les
deux espérances existent.
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (2)

Revenons, en utilisant le théoreme des espérances itérées, aux
hypotheses formulées sur la perturbation du modele linéaire
simple :

— La perturbation est d’espérance nulle :
E[e;] = Ex [E[ei\xﬂ =Ey[0] =0 Vi
— La perturbation est non corrélée avec la variable explicative :
E[eix] = Ex [XE[EZ"X]] —E, [x x o} —0 Vi

— La perturbation est de variance o :

Ve = E [e] = Ex [E [622|XH = Ex [02} =0 Vi

1
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (3)

— Avant de calculer l'estimateur des MCO, notons que dans les
hypotheses (i) et (ii) nous conditionnons ¢; par rapport a x
c’est-a-dire par rapport a x1, z2, ..., TnN.

— Ainsi, par exemple, E[¢;z;] =0si¢ = j,¢ < jouj > 1. Cette
hypothese est généralement acceptable lorsque l'indice ¢
n’est pas ordonné (par exemple pour des données en coupe).

— Dans le cas de modeles ou I'indice est ordonné, par exemple
pour une série temporelle, cette hypothese est beaucoup
trop forte...
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (4)

— Nous avons défini le DGP. Le modeéle estimé est de la forme :
yi = o+ B + &

— [esimateur des moindre carrés ordinaires est obtenu en
minimisant la somme des carrés des résidus :

— Les CNO associées a ce programme sont données par :

N

Z(yi_@_éxi) =0

N
xi(yi—@—ﬁ$i> =0

1=1
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (5)

— L'interprétation de ces deux CNO est directe. Elles nous
disent que :

1. Le résidu est de moyenne nulle.
2. Le résidu est non corrélé avec la variable explicative.

— En développant la premiere CNO, on obtient une expression
pour l'estimateur de 'ordonnée a ’origine :

& =7 — fi

— En développant la seconde CNO et en substituant
’expression de ¢, il vient :

N N N
>~ (5-52) Yo -3 (N# - a2 ) =
1=1 1=1 1=1
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (6)

— En isolant I'’estimateur de (3, il vient :

N _
Zi:l TiY; — Y

27];\;1 vi — 27

B =
ou de fagon équivalente :

SN (@ —2)(yi — 7)
S (z — 7)?

— Au dénominateur de 'estimateur de la pente, B, nous

B =

retrouvons un estimateur (a un facteur N~! pres) de la
variance de la variable explicative. Au numérateur nous
sommes en présence (toujours a un facteur N1 pres) d’un
estimateur de la covariance entre la variable expliquée et la
variable explicative.
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (7)

— Ainsi, lorsque la taille de I’échantillon tend vers l'infini :

B proba CO’U(X,Y)

— Notez bien que les estimateurs de o et 3 dépendent des
variables aléatoires x1,...,xxy et y1,...,yn. Ces estimateurs

sont donc aussi des variables aléatoires réelles.

— (3 est-il un estimateur sans biais de b? Pour répondre a cette
question, en comparant l'espérance de (3 avec la vraie valeur

de la pente b, nous devons utilisez le DGP...
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (8)

— Le DGP nous dit que :

Y; = a+ bx; + €;
J=a+bT+€

— En substituant le DGP dans I'expression de l'esimateur de £,

ie en remplacant y; — y dans le numérateur, il vient :

SN (i — 3) (2 — B)b+ € — €)
S (s — T)?
SN (7 — 7) (6 — €)
Soiv (@i — T)?

B =

= b+
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (9)

— Ainsi, en appliquant l'espérance, nous avons :

S (z — ) (e — €)
S (z; — 7)?

L’estimateur est sans biais si et seulement si I’espérance sur

E[B}-b:]E

le membre de droite est nulle.

— Posons : B
T, — T
U;(x) = Z -
Zf\;(xz — 5’3)2
— Nous avons alors :
) N
E [5} —b=E | Wi(x)(e — &)

i=1
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (10)

— Nous pouvons maintenant utiliser le théoréeme des

espérances itérées :

]E[B]-b:]Ex

N
Y Ui(x)E [(e; — G)lx]}

1=1

— Comme, par hypothese, I'espérance conditionnelle

E [(e; — €)|x] est nulle, nos avons directement :
E |3 =b

— B est un estimateur de la pente b. On établit facilement que &

est un estimateur sans biais de 1’'ordonnée a I’origine a.
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (11)

— Nous avons déja signalé que 3 est une variable aléatoire. La
valeur espérée de cette variable aléatoire est la vraie valeur

du parametre que nous cherchons a estimer (b).

— En pratique, pour différents échantillons, ’estimateur des
MCO nous donnera différentes estimations distribuées
autour de b. Pour évaluer la précision de 3 il nous faut
calculer la variance de I'estimateur des MCO dans ce modele.

La variance est définie par :
v[g) -z (G-

car nous avons déja montré que 1’'espérance de 3 est b.
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (12)

— Nous avons donc :

2 mars 2008 Université Maine, GAINS & CEPREMAP Page 24



LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (13)

— Lorsque la variable explicative est déterministe?, on retrouve

le résultat que vous déja connaitre :

N —1

1=1

—~ La variance de 3 est inversement proportionnelle au contenu
informationnel de la variable explicative (la variance de z) et
proportionnelle a la variance de € (la taille du bruit). Quand
une variable explicative est peu variable, on doit s’attendre a

obtenir une estimation imprécise du parametre associé.

?Ou en raisonnant conditionnellement a la variable explicative.
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LE MODELE LINEAIRE SIMPLE (14)

— Puisque le terme sous la somme, (z; — Z)?, est
nécessairement positif, notez que lorsque la taille de
’échantillon augmente alors 'inverse de la somme et donc
la variance de 3 diminue. Asymptotiquement la variance de

[ tend vers zéro.

— Ainsi § tend en probabilité vers b lorsque N tend vers
l'infini.

— On peut aussi montrer que & tend en probabilité vers a
lorsque N tend vers 'infini.
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