ECONOMETRIE BAYESIENNE

STEPHANE ADJEMIAN

1. INTRODUCTION

Dans cette note je développe deux exemples d’estimation bayésienne. Nous avons
déja rencontré le premier exemple en cours, mais je n’avais pas donné les détails des
calculs a I’époque. Il s’agit d’estimer ’espérance d’une variable aléatoire. Le second
exemple est lui plus original par rapport au contenu du cours : il illustre I’approche
bayésienne des modeles VAR.

2. ESTIMATION DE L’ESPERANCE

Le processus générateur des données est défini par :

(1a) Yo =+ &t
2
(1b) e ~ N (0,07)
ottt =1,...,T. On suppose que la variance o2 est connue, nous cherchons & estimer

Pespérance du processus {y;}.

Notre croyance a priori sur yu est caractérisée par une loi normale centrée en g
et de variance 02. La densité a priori est donc :
1 2
2y —41 —ﬁ(lt—ﬂo)
(2) po(p) = (2moy,) " 2e 7
La densité postérieure de p est proportionnelle au produit de la vraisemblance et
de la densité a priori, nous devons donc commencer par écrire la vraisemblance.

2.1. Vraisemblance. La vraisemblance est la densité jointe de I’échantillon sa-
chant les parametres, u et o2. D’apres le processus générateur des données (1) nous
savons que y; est normalement distribué d’espérance p et de variance o2. Comme
par hypothese y; est indépendant de y; pour tout s # ¢, la densité de I’échantillon
Yr = (y1,...,yr) est le produit des densités margianales :

__1_§T 2
(3) p(yT|,U,0'?) = (27‘-0’?)7%6 202 D=1 (ye—p)
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otv=T-1,s%= (T —1)" (y; — 11)? est un estimateur de la variance de {y;} et
n=T"1 Zthl ¢ est estimateur du maximum de vraisemblance de p. Finalement,
nous pouvons écrire la vraisemblance sous une forme équivalente :

_ 1 (s _o)2
(4) p(Vrl, 02) = (2mo?)~ e mE (T 0Y)

2.2. Densité postérieure. On obtient la densité postérieure, & une constante d’in-
tégration pres, en multipliant (2) par (4) :
_1 _r — L (v +T(p—0)?) —52= (h—ho)®
Pl Vr) (27705) §(27r<7?) T 202 (vs*>+T(u—7) )e 507 (R Ho
En éliminant les termes qui ne dépendent pas de p, il vient :

T ( 2 1
5oz (k—1)
e 20

L — |4 2
p(u|Vr) o202 (1—po)

2
H
ou de fagon équivalente :
1/T, ., 1 )
x e —— | = (u— —(u —
p(ulYr) xp{ 5 (ag (b= 1)+ = (1 — po) ) }
Nous allons maintenant réécrire cette équation de facon a ne faire apparaitre qu'une

forme quadratique en p. En développant les carrés, et en notant A(u) le terme entre
(grandes) parenthéses sous 'exponentielle, il vient :

T o o1
A(p) = =5 (u* + 7 = 2p8) + — (i + 1§ — 2p1p10)
€ 1

T 1Y , T 1 T 1 5
=\t | —2p( i+ o)+ | 5 + —5H
oz o} o2 o, o2 o
T~ 1
<T+1) 2 27§M+Uﬁ#0 +(TA2+12>
=\ ST )| —SH S H
o2 o2 L+% o2 o2 0
T~ 1 2 T~ 1 2
<T 1) szht Gzho <TA2 1 2) (U?MjL?MO)
=S5+ |- + S+ Sud ) -
o o2 %4—%}% o2 2 0 U%_’_U%
En notant que les deux derniers termes ne dépendent pas de p, il vient :
N 2
o (G o ) [on o2
po|l 5+ )|h-——F—1—
et finalement :
T~ 1 2
1/T 1 szt Gz ho
(5) p(u|Yr) ocexp —5 (+) p— =
2\o2 o2 %-1-013

On reconnait, a une constante d’intégration pres, la densité d’une loi normale. Ainsi,
la distribution postérieure de p est gaussienne d’espérance :
T~ 1
ST+ S o
E[p]=— T [1
= Jr -

O‘? O-}J.
et de variance :

Vi =
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On voit que si le prior est non informatif, au sens ou la variance a priori, O’Z, tend
vers l'infini, alors la variance a posteriori est la variance de l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de u, 02/T. Dés lors que I'on apporte de 'information, la
variance postérieure est plus faible que la variance de 'estimateur du MV. L’intérét
pratique de 'approche bayésienne est illustré par ce résultat. Dans un environne-
ment ol nous disposons de peu de données, I’échantillon est faiblement informatif,
la prise en compte de nos croyances a priori permet d’accroitre la précision de 1’es-
timation. En spécifiant un prior, avec une variance finie plus ou moins importante,
nous augmentons le degré de liberté.

L’espérance postérieure est une combinaison linéaire convexe de I'espérance a priori
et de lestimateur du maximum de vraisemblance (ici la moyenne empirique). Le
mélange est défini par la variance a priori et la variance de lestimateur du MV.
Si linformation a priori est plus importante que 'information empirique (prove-
nant de I’échantillon) alors l'espérance postérieure sera plus proche de 1’espérance
a priori que de 'estimateur du MV. En raisonnant a la limite :

(i) Lorsque og tend vers 0, c’est-a~dire lorsque l'information a priori tend vers
I'infini, 'espérance postérieure tend vers ’espérance a priori. On note que
dans ce cas la variance postérieure tend vers zéro. On peut interpreter ce
cas limite comme une calibration du modele.

(i) Lorsque T tend vers linfini, c’est-a-~dire lorsque l'information empirique
tend vers linfini, I'espérance postérieure tend vers l'estimateur du MV.
Dans le méme temps la variance postérieure se rapproche de celle de ’esti-
mateur du MV et tend finalement vers zéro. Plus généralement nous pour-
rions montrer que la densité postérieure hérite des propriétés de I’estimateur
du maximum de vraisemblance!).

La distribution postérieure est gaussienne tout comme la distribution a prior:i :
nous avons choisi un prior conjugué.

2.3. Estimation ponctuelle. Dans la section précédante nous avons montré que
la distribution postérieure de pu est gaussienne. Pour communiquer les résultats sous
une forme plus synthétique on peut vouloir choisir un point dans la distribution a
posteriori, c’est-a-dire proposer une estimation ponctuelle. Nous avons vu en cours
que cela s’apparente a un probléme de choix en univers incertain. Il est alors naturel
de se donner une fonction de perte, L(a, ), qui spécifie la perte occasionnée par le
choix a alors que la vraie valeur est u, et de minimiser ’espérance postérieure de la
perte :

p* = argmin /R L(a, p)p(p|Yr)du

Si la fonction de perte est quadratique, L(a, ) = (a—p)? alors on montre facilement
que l'estimation ponctuelle, p*, est ’espérance postérieure de p donnée plus haut.
On obtient la méme estimation ponctuelle avec la fonction de perte (a, p) = |a— ul,
car dans le cas d’'une distribution gaussienne il y a identité entre la médiane et
I’espérance.

3. ESTIMATION D’'UN VAR

Dans cette section, nous considérons un autre exemple ou les résultats peuvent
étre obtenus « a la main ». Le modele VAR gaussien se préte, comme tout modele
linéaire gaussien, a cet exercice et a I’avantage d’étre un outil couramment utilisé

INous avons vu en cours que, sous des conditions tres générales, la distribution postérieure est
normalement distribuée lorsque la dimension de ’échantillon tend vers l'infini (méme propriété
que lestimateur du MV qui est asymptotiquement gaussien).
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en macro-économie

Nous considérons un modele VAR(p) pour caractériser le vecteur 1 x m de va-
riables endogenes y; observées :

p
ye= piiAite
i=1

ou {A;} est une séquence de matrice m X m et &; est un bruit blanc gaussien, de
dimension 1 x m d’espérance nulle et de variance V [¢;] = 3. Nous pourrions com-
pléter le modele avec des variables exogenes, une constante par exemple, mais nous
allons a l’essentiel en omettant cette possibilité.

On note Yr = {yt}thfp 11 les données a notre disposition et on note z; la conca-
ténation horizontale des vecteurs lignes y;—1, ¥+—2, ..., ¥+—p. Ein concaténant vertica-
lement les vecteurs lignes y;, z: et €¢, pour t = 1,..., T, on obtient la représentation
matricielle suivante du modele VAR(p) :

Y=ZA+E

N . . !
ouY et E sont des matrices T xm, Z est une matrice T'x (mp) et A = (A}, A}, ..., A;,)
la matrice k x m (avec k = mp) regroupant les coefficients auto-régressifs. La vrai-
semblance associée a ce modele linéaire gaussien est donnée par :

L(A S Yr) =(2m) % |37 %

% e 3t {(Y—ZATT (Y -24)}

L’estimateur du maximum de vraisemblance (MCO) est défini par :
A=(7'2)"'2'Y
et
S=T"YY = ZA) (Y — ZA)

Nous verrons plus loin qu'’il est profitable de réécrire la vraisemblance en faisant
apparaitre 'estimateur des MCO :

1T

L(A S Yr) = (2m) %
x |57 b {ET A A 2242}

W |5~ e {mT 2 A) (v -2 )}

a des constantes d’intégration pres on reconnait les fonctions de densité de proba-
bilité d’une gaussienne matricielle et d’une inverse Wishart (voir 'annexe A). On
peut donc réécrire la vraisemblance sous la forme suivante :

T km

E(Aa 3 yT) :(27T)7T X (QW)T |Z,Z|7%
% farn, (A A(2'2)7 )
m(m—1)

L PERER I T ()
5]

X fin(Z;g, v)

NN

avec v =T —k—m—1 les degrés de liberté et S = TS. Cette écriture nous apprend
que la vraisemblance du VAR(p) est proportionnelle au produit de la densité d’une
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gaussienne matricielle et d’une inverse Wishart :
LA V1) o fun, (A A, (2'2) 71, 5)
Xfin (E, §, V)

Cette propriété va nous aider & poser une forme de la densité a priori telle que nous
puissions obtenir une expression analytique de la densité postérieure.

(6)

3.0.1. A priori non informatif. Dans cette section nous allons nous supposons que
nos croyances sont non informatives en adoptant un a priori a la Jeffrey :

m+1

(7) po(AX) =[x 2

On note que dans le cas scalaire, m = 1, on retrouve le prior suggéré par Jeffrey
(1/0?) décrit en cours. La densité a posteriori satisfait donc :

(A TVr) x(2m) " x (2m)'5 |22
X farn ., (A A (Z2'2)71 %)
vm m(m—1) ~ o e I/"‘].—'L
272 g4 1 |82 ({———
><27r4S|2;l_[1< 5 )
X fown (235, 0) x [3] 75

La densité jointe postérieure est donc proportionnelle au produit d’une gaussienne
multivariée et d’une inverse Wishart :

P(A, S Vr) o farn,,, (A A, (Z22)7, %)
X fiw, (58, )

avec U = T — k. Ainsi, la densité postérieure peut s’écrire sous la forme suivante :

(8)

A|Z, Yr ~ M Ny, (.,17 3, (Z/Z)*1>
9) | v
S Vr ~ iWn, (S, y)

Il n’est pas surprenant de constater que la distribution postérieure de A (condition-
nelle & la matrice de variance covariance) est centrée sur I'estimateur du maximum
de vraisemblance, puisque notre a priori est non informatif. Nous pourrions mon-
trer, en intégrant par rapport & X, que la distribution postérieure de A est une
version matricielle de la loi de Student. L’a priori de Jeffrey n’affecte que le degré
de liberté de la distribution postérieure de A. Dans cet exemple, nous pouvons ca-
ractériser la distribution postérieure « a la main ». Notons néanmoins que méme si
nous connaissons ’expression analytique de la distribution de A et X, la construc-
tion des densités prédictives nécessite une approche par simulations, puisque les
prévisions sont des fonctions non linéaires des matrices auto-régressives (dont nous
connaissons la loi postérieure). L’intérét pratique de I’approche bayésienne pourrait
paraitre peu évident dans ce cas, dans la mesure ou la moyenne postérieure n’est
pas différente de I'estimateur du maximum de vraisemblance.

3.0.2. Un exemple d’a priori informatif. Nous considérons maintenant un prior plus
informatif qui va introduire un coin entre ’espérance postérieure et ’estimateur du
maximum de vraisemblance ; dans un modele linéaire gaussien, ’espérance posté-
rieure est un mélange convexe de 'estimateur du maximum de vraisemblance et de
I'espérance a priori. Afin d’aller & l’essentiel, nous adoptons une densité a priori
dégénérée pour la matrice de variance-covariance des erreurs, en supposant que la
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matrice ¥ est connue (on posera ¥ = f}) Enfin nous spécifions le prior sur A de la
fagon suivante :

(10) po(vec A) ~ N (ag, Q)

ol {2y est une matrice symétrique définie positive de dimension mp x mp. En multi-
pliant la vraisemblance par (10), on établit facilement que la distribution postérieure
de vec A est gaussienne centrée en a; et de variance ; :

(11a) 0= (' +2wz'2)”

(11b) ap = [Qalao + (Z_l ® Z’Z) Vec.ﬂ

Démonstration. La densité postérieure est proportionnelle au produit de la densité
a priori et de la vraisemblance. Le noyau postérieur est donné par :

K(A|Yr) = exp {—% [(vec.A —ao)' Qg (vecA — ag) + tr (Zfl(A — A\)'Z'Z(.A — jf))] }

x (2m)” F Qo] 7 (2m) T [l Eem#ETS

Notons @ = vec A, a = vec A et B(a) le terme entre crochets sous la premiére
exponentielle. En utilisant les propriétés des opérateurs vec, tr et du produit de
kronecker nous avons :

B(a) = (a —ag)'Qy (e — ag) + (e —a) (' ® Z'Z) (a — Q)
En développant, il vient :
B(a) =a'Qy a + ayQy tag — 2a'Qy  ag
+d (X' 9wZZ)a+d (S w2 Z)a-2d (S0 2Z'Z)a
de fagon équivalente il vient :
Bla)=d (' +S ' ®2'Z)a—2d (Q'ag+ (S ® Z'Z) a)
+ayQyta+ad (S0 Z'2)a
En factorisant on trouve :
B(a) = (a—a1)Q (a—a1) —ai Q7 a1 + apQ lag +@ ('@ Z'Z) a

Finalement, en substituant dans I’expression du noyau, on peut réécrire celui-ci sous
la forme suivante :

1
KAr) = exp {3 (0 - a0 (0 - an)}
X exp {—; [a ag +a' (87 ®@ Z2'Z)a — af Q7 ] }

_km _1 _mT _T _1 -1g
x (2m) 7 E Q| TE (2m) T DT Te TR S
le premier terme correspond bien & I'expression (& une constante d’intégration pres)
d’une densité gaussienne pour a. En intégrant le noyau par rapport a a on obtient
une expression analytique de la densité marginale :

p(Vr) = / K(AYr)dA

km

= (21) % ||

X exp {—; (a0 tag +a' (57 @ Z2'Z)d — af Q7 ] }

X (2m) 5| Qo| " (2m) R F et S
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La distribution postérieure de A est donc gaussienne N (a1, Q). L’interprétation
de la distribution postérieure est directe. L’inverse de la variance postérieure (que
Pon peut interpréter comme une quantification de U'information a posteriori) est
égal & la somme de U'inverse de la variance a priori (Uinformation a priori) et de
Pinverse de la variance de l'estimateur du maximum de vraisemblance de A (I'infor-
mation apportée par les données). Ceteris paribus, quand I'information a priori est
importante, la matrice de variance-covariance )y est petite, la variance a posteriori
est faible. L’espérance postérieure est un mélange de ’espérance a priori, ag, et de
I'estimateur du maximum de vraisemblance, vec A. Les pondérations respectives
sont définies par le contenu informatif des croyances a priori et de 1’échantillon.
Lorsque l'information a priori tend vers 'infini, ie g — 0, U'espérance postérieure
tend vers 'espérance a priori. Lorsque 'information amenée par les données tend
vers linfini, e ¥ 7' ® Z’Z — 0, l'espérance a posteriori tend vers l’estimateur
du maximum de vraisemblance. On peut donc interpréter le paradigme bayésien
comme un pont entre la calibration et I’estimation par maximum de vraisemblance.
En notant que Z’'Z est généralement, si le modele est stationnaire?, un O(T), l'es-
pérance postérieure tend vers 'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque
T tend vers Uinfini.

ANNEXE A. DENSITES POUR LE MODELE BVAR
A.1. Distribution normale matricielle.

Définition 1. La matrice p X q aléatoire X est distribuée conformément a une loi
normale matricielle

X ~MN,,M,Q,P)

ot M est une matrice p X q, Q et P sont respectivement des matrices p X p et ¢ X q
symétriques et définies positives, si et seulement si vec(X) est distribué comme une
v.a. normale multivariée

vee(X) ~ Npg(vee(M), Q @ P)
Ainsi, la fonction de densité associée & X est donnée par :

— Pg P -9

Jun, ,(X;M,P,Q) =(27)” 2 [Q|"2|P| 2
6—%tr{Q*1(X—M)’P’1(X—M)}

A.2. Distributions de Wishart. La loi de Wishart est une version multivariée
de la loi du x2. Soit {X;}_, une suite de variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes et identiquement distribuées N (0, Q)), avec @) une matrice symétrique définie
positive ¢ x ¢. Par définition Y = Y| X, X/ est distribué selon une loi de Wishart.
Les définitions suivantes caractérisent cette loi et la densité de I'inverse d’une v.a.
de Wishart.

Définition 2. La matrice aléatoire, de dimension q X q, symétrique et semi définie
positive Y est distribuée selon une loi de Wishart, Y ~ W, (Q,v), si et seulement
si sa densité est donnée par

v v—q—1
—2|Y 1 -
f<Y7 Q7 V) = vqg Q|(52—|1) - | | - . e_étr{YQ 1}
22T ?:1F<V+21_2)

pour Q une matrice symétrique semie définie positive, et v < q le degré de liberté.

2La présence d’une racine unitaire ne ferait qu’accroitre l’ordre de divergence, ce qui ne change
pas qualitativement la conclusion.
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Définition 3. Une matrice aléatoire, de dimension q X q, X est distribuée selon
une loi inverse Wishart,
X ~ i, (Q,v)
si et seulement si X1 ~ W, (Q71,v).
Ainsi la fonction de densité associée a X est définie par :
v _v+tqg+1l
Q2| X[

fz'Wq (X;Q,v) = PICES)) eiétr{XAQ}

K = ()

ANNEXE B. RAPPELS D’ALGEBRE POUR LE MODELE BVAR

B.1. L’opérateur vec. Soit X une matrice m x n formée en concaténant horizon-
talement les vecteurs colonnes 1, 3, ..., T, de dimensions m x 1 :

X = (x1|xe]|...|zn)

L’opérateur vec transforme une matrice en vecteur en concaténant verticalement

les vecteurs colonnes formant cette matrice. Nous avons donc :
! / 1 \/
vee X = (27,25, ...,2,,)

B.2. L’opérateur tr. Soit X une matrice carrée m x m :

T1,1 T1,2  eee ee e T1,m

2,1 T22 T2,m
_X =

Tm,1 cee eee e Tmym

La trace d’une matrice carrée est la somme des scalaires sur sa diagonale. Ainsi,

nous avons :
m
tr X = E Lii
i=1

B.2.1. propriété. Si A est un scalaire alors tr A = A.

B.2.2. propriété. Si A, B et C sont trois matrices de dimension m X p, p X q et
q X m alors tr ABC =tr CAB
B.3. Le produit de Kronecker. Soient A et B de matrices m X p et n X ¢

1,1 a2 ... ai,p b1 1 b172 PN qu

3

A=
Ama e oo Gmp L O
Le produit de kronecker de A par B est défini par :
ainB aipB ... a1,B
AR B=A= : :
am1B .. co. QmpB

A ® B est une matrice mn X pq.

B.3.1. Propriété. Si A et B sont deux matrices carrées de plein rang, et donc in-
versibles, alors (A® B)™! = A=l @ B!

B.3.2. Propriété. vec (ABC) = (C' @ A)vec B.
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B.3.3. Propriété. Soient A, B, C et D, des matrices respectivement m x n, m X p,
p X qetnxgq Onaalors tr (A’BCD’) = vec(A) (D @ B)vec (C).

B.3.4. Remarque. Pour appliquer la derniére propriété, il est utile de noter que
tr AABCD' = tr D’A'BC = tr CD'’A’'B = tr BCD'A’ et que tr A/BCD’ =
tr (A’/BCD’)" et donc que tr A’BCD’' =tr DC'B’A =tr ADC'B’ = tr BADC’ =
tr C'B’AD.



