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Soit (y;,t € Z) un processus stochastique défini par :

Y — QY1 = & + &4 — Oy (1)

On suppose que ¢ # 0, p < 1,0 < 1, (g;,t € Z) est un bruit blanc d’e-
spérance nulle et de variance ¢?, £ € R. On suppose que la condition
initiale est telle que ce processus ARMA(1,1) est stationnaire au second
ordre, c’est-a-dire telle que les moments s d’ordre 1 et 2 sont invariants!.
Notons 1, o7 et 7, (h) respectivement I'espérance, la variance et la fonction
d’auto-covariance de ce processus. Puisque ce processus est stationnaire,
en appliquant I'opérateur espérance a 1’'équation (1) on a directement :

Py — Pty =&

Ainsi nous avons :

£
y = —— @
Y 1— ©
En exprimant ¢ en fonction de l'espérance, on peut réécrire 1'équation (1)
de facon équivalente :

Yo = py(1 — ) + pys1 + & — 0511

soit encore
Yo — My = QY1 — fiy) + & — 0541 3)
En multipliant (3) par y; — p, il vient :

(e — 1y)? = o(ye — 1) (Yr—1 — 11y) + (Y — p1y)ee — 0(ye — py)E11

1 faut que yo soit une variable aléatoire dont ’espérance et la variance correspondent
aux moments asymptotiques d’ordre un et deux du processus ARMA, plus bas notés i,
et o2.
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En appliquant I'opérateur espérance :

Yy(0) = 07, (1) + E[(y: — py)ee] — OF [(yr — py)es—1]

Il nous reste a évaluer les deux espérances, qui ne sont pas nulles a priori
car (y; — py) dépend de ¢, et ;1 (voir I’équation (3)). Dans le premier cas
Nnous avons :

E [(y: — py)ee] = E[(0(ye—1 — pty) + 0 — Oz4—1) &4]

car ¢; est une innovation (orthogonalité par rapport au passé de y;). Pour
la deuxieme espérance, nous avons :

E [(yt - ,Uy)%?t—l] =K [(So(yt—l - My) +e&r— 9€t—1) €t—1]
= @E [(yi-1 — ,Uy)gtfl] — 0o*
= @E [(¢(yr—2 — pty) + 121 — 021 2) &11] — fo*
= (p—0)o”

Ainsi nous avons :
1(0) = @7, (1) + (1 + 6% — 0) (4)
En multipliant (3) par y;—1 — p, il vient :
(e = p1y) (We-1 = ) = @Y1 = )" + (We-1 = py)er = 01 — p1y)ers
En appliquant I'opérateur espérance :
(1) = ¢9(0) + E (v — py)ee] = OB [(ye1 — py)ei]

La premiére espérance est nulle car (y,_1 — p,) est non corrélé avec ¢,. En
exprimant (y;,_; — p,) en fonction de y;_5, €, et £,_3, on montre facilement
que la deuxiéme espérance est égale a o%. Nous avons donc :

Yy (1) = ¢, (0) — 0o° )

Les équations (4) et (5) forment un systeme de deux équations avec deux
inconnues : v, (0) et 7, (1) :

{ 'Yy(O) = 90731(1) + 02(1 + 6% — ©0)
(1) = (0) — b0

En substituant la deuxiéme équation dans la premiére, il vient :
7(0) = ¢ (92, (0) + %) + o*(1 + 6% — o)
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soit de fagon équivalente :

(1= ¢%) 1(0) = o(1 + 6% — 200)

ou encore :

02 — 200 + 1
%(0) =o' ————
Y 1 _ ¢2
En substituant dans la seconde équation du systeme, nous obtenons finale-
ment :
2_
(0) = P52 = o2 ©
(1) =9 (0) - b0

Calculons l'auto-covariance d’ordre h pour |h| > 2. En multipliant (3) par
(Yr—n — f1y), il vient :

(Ye — toy) (W — tty) = @Y1 — o) Yt — ) + (Yo — oy )€t — O (Yt — 1y )€1

En appliquant I'opérateur espérance :

Yy(h) = ovy(h = 1) + E[(ye—n — piy)et] — OF [(ye—n — p1y)1-1]

Les deux espérances sont nulles des lors que » > 1, la fonction d’auto-
covariance est finalement donnée par :

(1) = ©7(0) — b0 )
(k) =¢p(h=1) V| >1

On vérifie que nous retrouvons bien la fonction d’auto-covariance d"une
processus AR(1) lorsque 6§ est nul ou la fonction d’autocovariance du MA(1)
lorsque ¢ est nul. De fagon générale, dés lors que I’horizon h est supérieur
a l'ordre de la partie MA (1 dans le cas qui nous intéresse), le retour a
zéro de la fonction d’auto-covariance est gouverné par la partie AR (dy-
namique géométrique).



