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Soit (y;,t € Z) un processus stochastique défini par :
Y — QY1 = €4 — g1 — bOagy_ (1)

On suppose que ¢ < 1, et que les solutions de 1 — 6,z — 622* = 0 sont plus
grandes que un en module et différentes de 1/¢ (la racine du polynéme
retard associé a la partie AR). On suppose aussi que (¢;,t € Z) est un bruit
blanc d’espérance nulle et de variance o2. Ainsi le processus ARMA(1,2)
est asymptotiquement stationnaire au second ordre et on supposera que
la condition initiale est telle que les moments du processus sont invari-
ants (stationnarité au second ordre). Notons s, o, et v,(h) respective-
ment "espérance, la variance et la fonction d’auto-covariance de ce proces-
sus. Puisque ce processus est stationnaire au second ordre, en appliquant
'opérateur espérance a I'équation (1) on a directement :

Py — Ply =0

Comme cette équation doit étre vérifiée pour toute valeur admissible de ¢
on a nécessairement :

py =0 2)
Le processus ARMA(1,2) considéré ici est d’espérance nulle (ce résultat

était attendu puisqu’il n'y a pas de constante dans le modele défini par
I’équation (1)).

La fonction d’auto-covariance est définie par :

Wy(h) =E[(y: — ,Uy) (Ye—n — Ny)] = E (Y1)

La deuxiéme égalité est justifiée par le fait que le processus considéré est
d’espérance nulle. En particulier la variance est définie par :

o; =7(0) = E [y-]



1. En multipliant (1) par y, il vient:

YP = oyt + Yt — Y1 — Oayrer o

En appliquant I'opérateur espérance :

’Vy(o) = 90%/(1) + E[yee] — O1E [yie1-1] — O2E [ype4 o]

Il nous reste a évaluer les trois espérances, qui ne sont pas nulles a
priori car y; dépend de €, ;1 et g,_5 (voir I'équation (1)).
— Pour la premiere espérance nous avons :

E [ye] = E[py,—18] + E [5,:2} — O1E [e1_18¢) — O2E [e4_04]

les deux derniers termes sont nuls car ¢; est un bruit blanc d’e-
spérance nulle. Le deuxiéme terme est égal a o pour tout ¢ car ¢,
est un bruit blanc de variance o2. Enfin, le premier terme est nul car
I'innovation ¢ est indépendante du passé de y. Ainsi nous avons :

E [ye:] = 0 Wt
— Pour la deuxiéme espérance nous avons :
E [yiei-1] = E [pye—16i-1] + E [eree1] — OiE [e]_,] — 2F [e4_064 1]
La premiére espérance est égale a o* puisque E [ye;] = o? pour
tout t. La deuxieme espérance est nulle car ¢; est un bruit blanc
d’espérance nulle. La troisieme espérance est égale a 2. Enfin, la

derniére espérance est nulle car ¢, est un bruit blanc d’espérance
nulle. Ainsi nous avons :

E[yici1] = (p — 01)0® Wt
— Pour la troisieme espérance nous avons :
E [yici—2] = ¢E [yr—16t—2] + E [ere1-2] — 01K [e1_161—2] — O-E [8372}

La derniere espérance est égale a o2 et les deux précédentes sont
nulles. La premiére espérance est égale & (p—6;)o? car E [y;_16;_o] =
E [y;£4-1]. Au total nous avons :

E[yicio] = (p(p — 61) — 62) 0 Vi



En utilisant ces résultats intermédiaires nous obtenons :

Yy (0) = @, (1) + [1=0:1(¢ —01) — Oz (0 — 1) — 02)] o 3)

Nous disposons d'une expression de 7, (0) en fonction de v,(1), qui
est inconnu, et de 02, ¢, 6, et 0, qui sont connus.

2. Afin d’obtenir une équation pour l’autocovariance d’ordre un, mul-
tiplions (1) par y;_; :

YY1 = @Y1+ Y18 — Oy 11 — Oy 11
En appliquant I'opérateur espérance, il vient :
V(1) = 91(0) + E [yr—16d] — OE [y-160-1] — O2E [y4-184—2]

La premieére espérance est nulle car car I'innovation ¢ est indépen-

dante du passé de y, la deuxiéme espérance est égale a 0 car E [y_16;_1] =

E [y.2;] = 02, enfin nous avons déja rencontré la troisiéme espérance
qui est égale a (¢ —0;)o?. Au total, nous obtenons 1’équation suivante
pour :

V(1) = ¢7,(0) — 0107 — O5(¢p — 01)0? (4)

Les équations (3) et (4) forment un systeme de deux équations avec deux
inconnues (7,(0) et 7, (1)) :

{ Y(0) = yy(1) +[1 = 01(¢ = 01) = b2 (p(p — 01) — 02)] 0
V(1) = 07,(0) = [61 + O2(p — 61)] 0

On obtient 7,(0) en substituant la deuxieme équation dans la premiere,
puis en substituant 1’expression de 7,(0) dans la deuxiéme équation on
obtient , (1) (les calculs sont laissés aux lecteurs).

Puisque la partie MA est d’ordre 2, celle-ci devrait aussi affecter 1’autoco-
variance d’ordre 2 ; ensuite, pour i > 2, la fonction d’autocovariance sera
déterminée par la partie AR (retour géométrique a zéro).

Calculons I'autocovariance d’ordre 2. Pour cela nous suivons la démarche
habituelle en multipliant (1) par y;_» puis en appliquant 1'opérateur es-
pérance. Nous avons donc :

’Vy(Q) = SO’Vy(l) +E [Etyt72] —6,E [615713/1572] — 6:,E [6t72yt72]

c’est-a-dire :
7(2) = oy (1) — 507
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puisque les autres espérances sont nulles.

Pour le reste on montre facilement que pour tout ~ > 2 nous avons

Vy(h) = 90'7y<h —1)

On vérifie que nous retrouvons bien la fonction d’auto-covariance d"une
processus AR(1) lorsque 6, et 6, sont nuls ou la fonction d’autocovariance
du MA(2) lorsque ¢ est nul.



